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www.sbaysite.comالیمني محمداشتقاق الدوال العددي

I ــ اشتقاق دالة عددیة في نقطة:
:نشاط تمھیدي 

)(3:بما یلي IRالمعرفة على fنعتبر الدالة  xxf . احسب:
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l:حیث lعدد حقیقي یوجد:إذن 
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12والعدد 1aقابلة للاشتقاق في fنقول إن الدالة 
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')(ویرمز لھ بالرمز  af.

:تعریف )1
:حیث lإذا وجد عدد حقیقي aقابلة للاشتقاق في fنقول إن.Iaو Iمعرفة على مجال مفتوح دالة عددیة fلتكن
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:ملاحظات 
hax:في التعریف السابق یمكن أن نضع .1  فیصبح التعریف:
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:تطبیقات 
)(23:بما یلي IRالمعرفة على fنعتبر الدالة .1 xxxf .

.1aقابلة للاشتقاق في fبین أن الدالة 

xxf:بما یلي IRالمعرفة على fنعتبر الدالة .2 )(. ادرس قابلیة اشتقاق الدالةf  0فيa.

xxf:بما یلي IRالمعرفة على fنعتبر الدالة .3 sin)( . ادرس قابلیة اشتقاق الدالةf  فيa.

:تقریب دالة قابلة للاشتقاق بدالة تآلفیة )2
:تعریف 

)()(')(:الدالة .aفي دالة قابلة للاشتقاق fلتكن afaxafx ) أو الدالة:)(')( ahfafh ( تسمى الدالة

.aبجوار fلدالة وتسمى أیضا تقریب ل.aفي النقطة fالتآلفیة المماسة للدالة 

)(')(:العدد  ahfaf  ھو التقریب التآلفي للعدد)( haf بجوارa ونكتب:)(')()( ahfafhaf .

:تطبیقات 
)(3:بما یلي IRالمعرفة على fنعتبر الدالة)1 xxf .

.1aبجوار fدالةأ ــ حدد تقریبا تآلفیا لل

ب ــ استنتج قیمة مقربة للعدد  3
00003.1.

xxg:بما یلي IRالمعرفة على gنعتبر الدالة )2  1)(.
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.0aبجوار gأ ــ حدد تقریبا تآلفیا للدالة 

.0008,1ب ــ استنتج قیمة مقربة للعدد 

المعرفة على hنعتبر الدالة )3 ;0 بما یلي:
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.1aبجوار gأ ــ حدد تقریبا تآلفیا للدالة 

ب ــ استنتج قیمة مقربة للعدد 
006,1
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:التأویل الھندسي )3

ولیكن 0xدالة قابلة للاشتقاق في fلتكن fC منحناھا في معلم

 jiO


.متعامد ممنظم ;;

ولیكن  T المستقیم الممثل للدالة التآلفیة المماسة للدالةf في

0x.

نقطتین من Mو 0Mنعتبر  fC 0أفصولھما على التواليx و

hx 0.

المعامل الموجھ للمستقیم  0MM ھو:
h

xfhxf )()( 00 
.

.0من hكلما اقترب 0Mتقترب منMالنقطة 

فإن المعامل الموجھ یؤول 0xدالة قابلة للاشتقاق في fوبما أن 

')(إلى  0xfلذي ھو المعامل الموجھ للمستقیم ا T.

:تعریف 
و 0xدالة قابلة للاشتقاق في fلتكن fC منحناھا في معلم jiO


للدالة التآلفیة المماسة المستقیم الممثل.متعامد ممنظم ;;

یسمى مماس المنحنى 0xفي fللدالة fC في النقطة )(; 000 xfxM.

:خاصیة 
و 0xدالة قابلة للاشتقاق في fلتكن fC المنحنى الممثل للدالةf.

لمنحنى لمعادلة المماس  fC في النقطة )(; 000 xfxM ھي:)())((' 000 xfxxxfy 

:تمرین تطبیقي 
xxf:بما یلي IRالمعرفة على fنعتبر الدالة .1 sin)(  أعط معادلة المماس لمنحنى الدالة ؛f في0x.

xxxf:بما یلي IRالمعرفة على fنعتبر الدالة .2 2)( 2 .

10قابلة للاشتقاق في fبین أن x وأعط معادلة المماس لمنحنى الدالةf 10في x.

:الاشتقاق على الیمین ـ الاشتقاق على الیسار )4
:1تعریف 

مجال من نوع دالة عددیة معرفة علىfلتكن  aa; 0حیث. نقول إنf قابلة للاشتقاق على الیمین فيa إذا
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ال من نوع دالة عددیة معرفة على مجfلتكن  aa ; 0حیث. نقول إنf قابلة للاشتقاق على الیسار فيa إذا
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:التأویل الھندسي 
لتكن دالة عددیة منحناھا  fCفي معلم متعامد و )(; afaA نقطة من fC.

 إذا كانتf قابلة للاشتقاق على الیمین فيa فإن المنحنى fC یقبل نصف مماس على الیمین فيa معاملھ

')(الموجھ ھو  af d.

 إذا كانتf قابلة للاشتقاق على الیسار فيa فإن المنحنى fC یقبل نصف مماس على الیسار فيa معاملھ

')(الموجھ ھو  af g
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:خاصیة 
قابلة fإذا وفقط إذا كانت aقابلة للاشتقاق في fنقول إن.Iaو Iعددیة معرفة على مجال مفتوح دالةfلتكن 

')(')(و aللاشتقاق على الیسار في قابلة وaللاشتقاق على الیمین في  afaf dg .

و قابلة 0xقابلة للاشتقاق على الیمین في fفي الشكل جانبھ الدالة 

')(')(لكن 0xللاشتقاق على الیسار في  00 xfxf dg 

.0xغیر قابلة للاشتقاق في f:إذن 
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)(1:بما یلي IRالمعرفة على fنعتبر الدالة )1 2  xxf

.1ثم في النقطة 1ي النقطةعلى الیمین في وعلى الیسار فfادرس قابلیة اشتقاق

المعرفة على fنعتبر الدالة نعتبر الدالة )2 ;0 بما یلي:xxf )(

.0على الیمین في fادرس قابلیة اشتقاق
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.0یقبل نصف مماس عمودي موجھ نحو الأعلى على الیمین في fمنحنى الدالة :التأویل الھندسي 
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یقبل نصف مماس عمودي موجھ fالدالة 

.aنحو الأسفل على الیسار في 

II الاشتقاق على مجال ـ الدالة المشتقة ــ:
:تعاریف )1

 نقول إنf قابلة للاشتقاق على مجال مفتوحI إذا كانتf قابلة للاشتقاق في كل نقطة منI.
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 نقول إنf  قابلة للاشتقاق على المجال المغلق ba; إذا كانتf قابلة للاشتقاق في كل نقطة من المجال المفتوح

 ba; وقابلة للاشتقاق على الیمین فيaقابلة للاشتقاق على الیسار في وb.

 لتكنf على مجال قابلة للاشتقاقدالةI. الدالة المعرفة علىI بما یلي:)(' xfx  تسمى الدالة المشتقة للدالة

f ویرمز لھا بالرمز'f.

 لتكنf قابلة للاشتقاق على مفتوحI. إذا كانت'f قابلة للاشتقاق علىI فإن دالتھا المشتقة تسمى الدالة المشتقة

.f''ویرمز لھا بالرمز fالثانیة للدالة 

:ملاحظة 
f)3(أو f''':مز لھا بالرمز والتي یر)3الدالة المشتقة من الرتبة (fللدالة بنفس الطریقة نعرف الدالة المشتقة الثالثة 

والتي یرمز لھا على التوالي  nوالدالة المشتقة من الرتبة ....و 4كما نعرف بنفس الطریقة الدالة المشتقة من الرتبة 
.nf)(و ....و f)4(بالرمز 

:تمرین تطبیقي
)(32:بما یلي IRالمعرفة على fنعتبر الدالة  xxf .

.IRقابلة للاشتقاق على fبین أن )1

.IRلة للاشتقاق مرتین على قابfبین أن )2

:الجواب 
:IRقابلة للاشتقاق على fبین أن )1

.IRعنصرا من aلیكن 
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')(26ولدینا aقابلة للاشتقاق في f:إذن  aaf . وھذا صحیح لكلa منIR.

')(26:ولدینا IRقابلة للاشتقاق على f:إذن  xxf :IRx.

:IRقابلة للاشتقاق مرتین على fنبین أن )2

.IRلى قابلة للاشتقاق عf'من أجل ذلك نبین أن 

.IRعنصرا من aلیكن 

:لدینا   aha
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.aقابلة للاشتقاق في f':إذن 

aaf:ولدینا aق مرتین في قابلة للاشتقاf:وبالتالي فإن  12)('' . وھذا صحیح لكلa منIR.

xxf:ولدینا IRقابلة للاشتقاق مرتین على f:إذن  12)('' :IRx.

III ــ العملیات على الدوال المشتقة ـ الدالة المشتقة لبعض الدوال الاعتیادیة:
:الدالة المشتقة لبعض الدوال الاعتیادیة )1

مجموعة الدالة المشتقةfالدالة 
التعریف

موعة مجالدالة المشتقةfالدالة 
التعریف
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غیر قابلة للاشتقاق 

0في 
2)( xxf xxf 2)(' IRxxf sin)( xxf cos)(' IR
nxxf )(

) 1*  INn(

1)('  nnxxf

) 1*  INn(

IRxxf cos)( xxf sin)(' 
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 
 2

2
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)cos(

1
x
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 )(' xf


kx 

2

:العملیات على الدوال المشتقة )2
:اتخاصی
.Iدالتین قابلتین للاشتقاق على مجال gو fلتكن 

gfالدالة )1 على قابلة للاشتقاقI ولدینا:  )(')(')(' xgxfxgf :Ix.

:ولدینا Iقابلة للاشتقاق على IRحیث fالدالة )2  )(')(' xfxf  :Ix.

gfالدالة )3 :ولدینا Iقابلة للاشتقاق على .  )(')()()(')('. xgxfxgxfxgf :Ix.

)(0إذا كان )4 xf:Ix فإن الدالة
f

1
:ولدینا Iقابلة للاشتقاق على 

 2
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
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)(0إذا كان )5 xg:Ix فإن الدالة
g

f
:ولدینا Iقابلة للاشتقاق على 

 2

'
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xgxfxgxf
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






:Ix.

:ولدینا Iق على قابلة للاشتقا)INn*حیث (nfالدالة )6  )(')()(' 1 xfxnfxf nn :Ix.

)(0إذا كان )7 xf:Ixالدالة فإنnf) حیث*Zn( قابلة للاشتقاق علىI ولدینا:

  )(')()(' 1 xfxnfxf nn :Ix.

:نتیجة 
 على قالیة للاشتقاقكل حالة حدودیةIR.
 كل دالة جذریة قابلة للاشتقاق على مجموعة تعریفھا.

:تطبیقات 
:حالة من الحالات التالیة في كلfاحسب الدالة المشتقة للدالة 

1(32)( 23  xxxxf
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)(دالة المشتقة للدالتین ال)3 baxf  وf:

:1خاصیة 
:بحیث xمجموعة الأعداد الحقیقیة Jونعتبر .ن عددین حقیقییbو aوIدالة قابلة للاشتقاق على مجال fلتكن 

  Ibax . الدالة:)(: baxfxg  قابلة للاشتقاق علىJ ولدینا:)(')(' baxafxg :Jx

:ة أمثل
( sin(3.x+1) )' = 3. cos(3.x + 1)

( cos(3.x+1) )' = -3. sin(3.x + 1)
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:2خاصیة 
.Iدالة موجبة قطعا وقابلة للاشتقاق على مجال fلتكن 

xfx)(:المعرفة بما یلي fالدالة   قابلة للاشتقاق علىI ولدینا: 
)(2

)('
)('

xf

xf
xf :Ix.

:مثال 
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)(32:المعرفة ب fلنحدد الدالة المشتقة للدالة  2  xxxf

322الدالة :لدینا   xxx  دالة حدودیة إذن فھي قابلة للاشتقاق علىIR.
0322:ولدینا   xx لكلx منIR) 322لأن ممیز  xx 01سالب وa(

:IRمن xولدینا لكل IRقابلة للاشتقاق على fإذن الدالة 
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IV ــ تطبیقات الاشتقاق:
:رتابة دالة وإشارتھ دالتھا المشتقة )1

:نشاط تمھیدي 
)(2:بما یلي IRالمعرفة على fنعتبر الدالة  xxf 

.IRعلى fحدد تغیرات الدالة ــ

')(احسب ــ xf واستنتج إشارتھا على كل من المجالین ;0 و 0;. ما ذا تستنتج ؟

:الجواب 
تزایدیة على المجال f:ــ لدینا  ;0 وتناقصیة على المجال 0;.

xxf:ــ  ولدینا  2)('  0:إذن)(' xf:  ;0x 0و)(' xf: 0;x

:خاصیة 
دالة fلتكن 
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