
1

www.sbaysite.comالیمني محمدالدوال العددیةنھایات

Iمنتھیة لدالة  لا ــ نھایةf  عند وعند:

:نشاط تمھیدي )1
)(2:المعرفة بما یلي fنعتبر الدالة  xxf 

:أتمم الجدول التالي أ ــ 
100010660010330010412010550102810x

)(xf

إلى xقیما أكبر فأكبر ؛ أي حینما تؤول xf)(قیما أكبر فأكبر فإنxمن خلال الجدول أنھ عندما یأخذ نلاحظ أنھ 

.تؤول إلى xf)(فإن

.ھي إلى xحینما تؤول xf)(نقول إن نھایة 

:ونكتب 


)(lim xf
x

.

  : لتالي ب ــ أتمم الجدول ا
100010660010330010412010550102810x

)(xf

.تؤول إلى xf)(فإنإلى xنلاحظ أنھ من خلال الجدول أنھ حینما تؤول 

.ھي إلى xحینما تؤول xf)(نقول إن نھایة 

:ونكتب 


)(lim xf
x

.

lim)(واستنتجfج ــ أنشئ التمثیل المبیاني للدالة xf
x 

lim)(و  xf
x 

.

حینما :نلاحظ أن أیضا fمن خلال التمثیل المبیاني للدالة 

xو حینما تؤول تؤول إلى xf)(فإنإلى xتؤول 

.تؤول إلى xf)(فإنإلى 

:نستنتج أن fإذن من خلال التمثیل المبیاني للدالة 




)(lim xf
x

:وأن 


)(lim xf
x

.

lim)(المعرفة بما یلي واستنتج gـ أنشئ التمثیل المبیاني للدالة 2 xg
x 

lim)(و  xg
x 

.

:gالتمثیل المبیاني للدالة 

:نستنتج أن gمن التمثیل المبیاني للدالة 




)(lim xg
x

و  


)(lim xg
x

.

:نھایات ھامة )2
:نقبل النھایات التالیة 
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


x
x
lim ؛ 


x

x
lim  ؛



2lim x
x

   ؛  


2lim x
x

؛  


3lim x
x

؛  


3lim x
x




x
x
lim.

:عددا صحیحا طبیعیا غیر منعدم لدینا nلیكن 


n

x
xlim     ؛



n

x
xlim إذا كانn عدد زوجي




n

x
xlim إذا كانn عدد فردي.

IIمنتھیة لدالة ــ نھایةf  عند وعند:

:نشاط تمھیدي )1

:ا یلي المعرفة بمfنعتبر الدالة 
x

xf
1

)( 

:أ ــ  أتمم الجدول التالي 
100010660010330010412010550102810x

)(xf

إلى xحینما تؤول تقترب من الصفر؛ أي xf)(قیما أكبر فأكبر فإنxنلاحظ أنھ من خلال الجدول أنھ عندما یأخذ 

فإن)(xf 0تؤول إلى.

lim)(0:ونكتب 0ھي إلى xحینما تؤول xf)(نقول إن نھایة  


xf
x

.

lim)(:واستنج fب ــ أنشئ التمثیل المبیاني للدالة xf
x 

lim)(و  xf
x 

.

أیضا  نلاحظ fالمبیاني للدالة من خلال التمثیل

تؤول إلى xf)(فإنإلى xحینما تؤول :أن 

أیضا تؤول xf)(فإنإلى xو حینما تؤول 0

.0إلى 
:نستنتج أن fإذن من خلال التمثیل المبیاني للدالة 

0)(lim 


xf
x

lim)(0:وأن  


xf
x

.

:ترمیز واصطلاحات )2
:النھایة المنتھیة عند 

:یز تعریفھا على مجال من نوع دالة یحتوي حfلتكن  ;a.

lxf: فإننا نكتب  إلى xحینما تؤول lتؤول إلى xf)(إذا كانت 
x




)(lim أوlxf 


)(lim.

:ایة المنتھیة عند النھ
:دالة یحتوي حیز تعریفھا على مجال من نوع fلتكن  a;.

lxf: فإننا نكتب  إلى xحینما تؤول lتؤول إلى xf)(إذا كانت 
x




)(lim أوlxf 


)(lim.

:نھایات ھامة )3

0:عددا صحیحا طبیعیا غیر منعدم لدینا nلیكن 
1

lim 
 nx x

0و 
1

lim 
 nx x

.

0
1

lim 
 xx

.

:خاصیات )4
.فإن ھذه النھایة وحیدة في  lإذا كانت لدالة عددیة نھایة .1
.فإن ھذه النھایة وحیدة في  lإذا كانت لدالة عددیة نھایة .2
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3.  0)(lim 


lxf
x

lxf
x




)(lim.

4.  0)(lim 


lxf
x

lxf
x




)(lim.

:تمرین تطبیقي 

3:بین أن 
13

lim
2

2




 x

x
x

.

IIIلدالة ونھایة لا منتھیة منتھیةــ نھایةf  في نقطة :

:في نقطة  fة نھایة منتھیة لدال)1

:دالة عددیة یحتوي حیز تعریفھا على مجال من نوعfلتكن    aa :مجموعة من نوع أو;

 a   aa .عددا حقیقیا lولیكن  ؛)  0( ؛ ;

lxf: فإننا نكتب  aإلى xحینما تؤول lتؤول إلى xf)(إدا كان 
ax




)(lim أوlxf
a

)(lim.

:خاصیة 
.فإن ھذه النھایة وحیدة aفي  lنھایة fإذا كانت لدالة عددیة

:نھایة ھامة 
0lim:عددا صحیحا طبیعیا غیر منعدم لدینا nلیكن 

0




n

x
x.

:ة في نقط fمنتھیة لدالة  لا نھایة)2

:دالة عددیة یحتوي حیز تعریفھا على مجال من نوع fلتكن    aa :أو مجموعة من نوع ;

 a   aa )0( ؛ ;

 إذا كان)(xf تؤول إلى حینما تؤولx إلىa  فإننا نكتب :


)(lim xf
ax

)(limأو  xf
a

.

 إذا كان)(xf تؤول إلى حینما تؤولx إلىa  فإننا نكتب :


)(lim xf
ax

)(limأو  xf
a

.

IV  ــ النھایة على الیمین ـ النھایة على الیسار:
:نشاط تمھیدي )1

:المعرفة بما یلي fنعتبر الدالة 
x

xf
1

)( .

حینما تؤول :نلاحظ أن fللدالة من خلال التمثیل المبیاني 

x على الیمین فإن0إلى)(xf تؤول إلى. نقول إن

على الیمین ھي  0إلى xحینما تؤول fنھایة 

:ونكتب 


)(lim
0
0

xf
x

x


أ و 


)(lim
0

xf
x

على الیسار  0إلىxحینما تؤول :كما نلاحظ أن 
xحینما تؤول fنقول إن نھایة .تؤول xf)(فإن

.ھي سارعلى الی0إلى 
:ونكتب 


)(lim

0
0

xf
x

x


أ و 


)(lim
0

xf
x

:ترمیز واصطلاحات )2
.عددین حقیقیین aو lلیكن 
 إذا كان)(xf تؤول إلىl حینما تؤولx إلىa على الیمین فإننا نكتب:lxf

ax
ax




)(lim


lxfأو 
ax




)(lim.

 إذا كان)(xf تؤول إلىl حینما تؤولx إلىa على الیسار فإننا نكتب:lxf
ax
ax




)(lim


lxfأو 
ax




)(lim.
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 إذا كان)(xfتؤول إلى حینما تؤولxإلىaلیمین فإننا نكتب على ا:


)(lim xf
ax
ax



أو


)(lim xf
ax

.

 إذا كان)(xfتؤول إلى حینما تؤولxإلىa على الیسار فإننا نكتب:


)(lim xf
ax
ax



أو 




)(lim xf
ax

.

 إذا كان)(xf تؤول إلى حینما تؤولx إلىa على الیمین فإننا نكتب:


)(lim xf
ax
ax



أو 




)(lim xf
ax

.

 إذا كان)(xf تؤول إلى حینما تؤولx إلىa على الیسار فإننا نكتب:


)(lim xf
ax
ax



أو 




)(lim xf
ax

.

:نھایات ھامة )3
:عددا صحیحا طبیعیا غیر منعدم لدیناnلیكن 


 nx x

1
lim

0
.


 nx x

1
lim

0
.عددا زوجیا nإذا كان 


 nx x

1
lim

0
.عددا فردیا nإذا كان 

0lim
0




x
x

؛   
 xx

1
lim

0
.

:خاصیات )4
lxfتكون.1

ax



)(lim إذا وفقط إذا كان:lxf

ax
ax




)(lim





)(lim xf
ax
ax



.

تكون.2


)(lim xf
ax

:إذا وفقط إذا كان 


)(lim xf
ax
ax






)(lim xf
ax
ax



.

تكون.3


)(lim xf
ax

:إذا وفقط إذا كان 


)(lim xf
ax
ax






)(lim xf
ax
ax



.

:  ةرین تطبیقیاتم

:المعرفة بما یلي fنعتبر الدالة )1








0;)(

0;)(
3 xxxf

xxxf 

lim)(:احسب 
0

xf
x 

lim)(و 
0

xf
x 

lim)(واستنتج 
0

xf
x

:یلي  بما IR*ة على المعرفgنعتبر الدالة )2
x

xx
xg




2

)(.

.بدون رمز القیمة المطلقة xg)(أ ــ أكتب 

lim)(:احسب ب ــ 
0

xg
x 

lim)(و 
0

xg
x 

.

.0تقبل نھایة في gج ــ ھل الدالة 

Vت ــ العملیات على النھایا:
أوaإلى أوأو إلى تؤول إلى xالجدول التالي یلخص العملیات على النھایات ونتائجھ صالحة سواء كانت 

.على الیسارaعلى الیمین أو إلى aإلى 
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gfنھایة gنھایة fنھایة  
fنھایة 

 0
gfنھایة   نھایة

g

1
نھایة 

g

f

l 0'l'l'll l'll 
'

1

l'l

l

 0lll
0l ;

0l ;
00

 0lll
0l ;

0l ;
00


0; 

0; 0شكل غیر محدد


0; 

0; 0شكل غیر محدد

شكل غیر محدد
0; 

0; 0شكل غیر محدد

0000شكل غیر محدد
0000شكل غیر محدد

 0ll0ll00; l

0; l

 0ll0ll00; l

0; l

: ملاحظة 

:الأشكال غیر المحددة ھي 
0

0
و 




و 0و     و    و    وھي تعني أنھ لا

.النھایة باستعمال ھذه العملیة وینبغي استعمال طریقة أخرى لحساب النھایة یمكن حساب 
:تمارین تطبیقیة

:احسب النھایات التالیة 

1

1
lim

3

1 


 x

x
x

؛     
x

x
x 
lim      ؛

x

x
x 
lim     ؛

x

x

x 0
lim   ؛ xxx

x




23lim ؛ xxx
x




23lim.

VI ــ نھایات الدوال الحدودیة والدوال الجذریة والدوال اللاجذریة والدوال المثلثیة:
:نھایات الدوال الحدودیة)1

:ة التالیة نقبل الخاصی
:خاصیة 

n:نعتبر الحدودیة 
n xaxaaxP  ...)( .0naحیث 10

n:لدینا 
n

xx
xaxP


 lim)(lim وn

n
xx

xaxP


 lim)(limو)(lim)(lim aPxP
axax 



:بتعبیر آخر 
aھي نھایة الحد الذي لھ أعلى درجة ؛ ونھایة دالة حدودیة في أو إلى إلى xنھایة دالة حدودیة حینما تؤول 

aP)(عدد حقیقي ھي aحیث 

:أمثلة 
:نھایات دوال جذریة )2

:نھایات دوال لا جذریة)3
www.sbaysite.comالیمني محمد
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:نھایات دوال مثلثیة )4
:نقبل النھایات التالیة 

1
sin

lim
0


 x

x
x

1؛   
tan

lim
0


 x

x
x

؛   
2

1cos1
lim

20



 x

x
x

.

VII ــ الترتیب والنھایات:
  : ة نقبل الخاصیات التالی

:خاصیات 
ثلاث دوال معرفة على مجال من نوع hو gو fلتكن   ;aI.

)()(:إذا كان )1 xfxg   لكلx  منI و


)(lim xg
x

:فإن 


)(lim xf
x

.

)()(:إذا كان )2 xgxf   لكلx  منI و


)(lim xg
x

:فإن 


)(lim xf
x

.

)()()(:إذا كان )3 xgxfxh   لكلx  منI وlxgxh
xx




)(lim)(lim فإن:lxf
x




)(lim.

)()(:إذا كان )4 xglxf   لكلx  منI 0و)(lim 


xg
x

lxf:فإن 
x




)(lim.

: ملاحظة 
.على الیسارaعلى الیمین أو إلى aإلى أوaإلى أوتؤول إلى xالخاصیات تبقى صالحة إذا كانت ھذه 

:تطبیقات 

:احسب )1
x

x
x

sin
lim



2:بین أن )2
1

sin2
lim

2

2





 x

xx
x

:لدینا 
1

2sin

1

2sin
2

1

sin2
222

2















x

x

x

x

x

xx
2sin2sin:لدیناكما ؛    xx

1sinوبما أن  x  لكلx  منIR 32:فإنsin2sin  xx

:إذن 
1

3

1

2sin
2

1

sin2
222

2













xx

x

x

xx

0:ما أن وب
1

3
lim

2


 xx
2:فإن 

1

sin2
lim

2

2





 x

xx
x

.

:بما یلي IR*المعرفة على fنعتبر الدالة )3
2

1cos2
)(

x

x
xf


.

lim)(:أ ــ حدد 
0

xf
x

.

ب ــ بین أن 
2

1
)(

x
xf :*IRx واستنتج)(lim xf

x 
.

:لدینا   0
2cos2

2cos2cos21
)(

222










xx

x

x

x

x
xf:*IRx

:إذن 
2

1
)(

x
xf :*IRx)1(

0:ولدینا 
cos21

)(
22





x

x

x
xf:*IRx

)(:إذن 
1

2
xf

x
:*IRx)2(

نستنتج أن )2(و )  1( من 
22

1
)(

1

x
xf

x
:*IRx
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:إذن 
2

1
)(

x
xf :*IRx

0وبما أن 
1

lim
2


 xx
lim)(0فإن  


xf

x
.

لدرس نھایة ا


