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حالمرج
I ــ نقطة متزنة ــ مرجح نقطتین متزنتین:

(نشاط تمھیدي )2و تمرین 1ینجز في دفتر التمارین تمرین :
:1تمرین 

.على التوالي Bmو Amجسمین كتلتھما ق متجانسة لساBو Aنعلق في الطرفین 

ون أرخمیدس فإن التوازن یحصل حینما نعلق الساقحسب قان)انظر الشكل (
GBmGAm:بحیث Gفي نقطة  BA .

0:علل العلاقة المتجھیة )1


 GBmGAm BA.

BAفي حالة Gما ھو وضع النقطة )2 mm  ؟

KgmA:نفترض أن )3 25,0 وأنGAGB 5 ؛ ما ھي قیمةBm ؟

Kgmm:إذا كان )4 AB 632  فما ھو وضع النقطA وB وG علما أنcmAB 12

:2تمرین 
A وB نقطتان مختلفتان في المستوى.

025:بحیث Gبین أنھ توجد نقطة وحیدة )1


 GBGA ثم أنشئ ھذه النقطة.
.عددین حقیقیین غیر منعدمین و لیكن )2

ABAM:أ ـ بین أن    )(0


 MBMA .

0ب ـ استنتج أنھ إذا كان  قطة وحیدة نھ توجد نفإG 0:بحیث


 GBGA )1. (

0ج ـ استنتج أنھ إذا كان  نھ لا توجد أیة نقطة فإG 1(تحقق العلاقة. (

0:د ــ بین أن 


 MBMA  تكافئ OBOAOM 






1

.من المستوى Oلكل نقطة

:نقطة متزنة )1
)نقطة من المستوى Aلتكن:تعریف  P الزوج .عدد حقیقي و ( ;A یسمى نقطة متزنة ، ونقول إنA معینة

.Aھو وزن النقطة ، أو أن  بالمعامل  
:نقطتین متزنتین مرجح )2

:خاصیة وتعریف 

لتكن  ;A و ;B 0:نقطتین متزنتین بحیث . توجد نقطة وحیدةG 0:بحیث


 GBGA .

تسمى مرجح النقطتین المتزنتین Gالنقطة  ;A و ;B كما تسمى أیضا مرجح النظمة المتزنة ،:

     ;;; BA.

:ملاحظات 

ABAGالعلاقة .1





 تبین أن النقطةG كما تمكن من إنشاء النقطة وحیدةG.

مرجح النظمة المتزنة .2    0;;; BA ) 0حیث( ھي النقطةAG  ومرجح النظمة المتزنة ،

     ;;; BA ھي النقطةBG .

0:نفترض أن .3  وأن:BA . حدد طبیعة المجموعة 0/)(


 MBMAPME .

:لدینا  

0

00

0

0

0

0)(



































BAou

BA

MBMA

MBMA

MBMAPM
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PE)(فإن 0إذا كان :إذن   0وإذا كان فإنE.

في ھاتین الحالتین نقول إن النقطتین المتزنتین  ;A و ;B لیس لھما مرجح.

:خاصة حالة
إذا كان   فإن مرجح النقطتین المتزنتین ;A و ;B یسمى مركز ثقل النقطتینA وB.

:وفي ھذه الحالة لدینا   000


 GBGAGBGAGBGA .

عة ھو منتصف القطGإذن في ھذه الحالة  AB.

:خاصیات )3
:صمود المرجح .1

IRk*لیكن   وG مرجح النقطتین المتزنتین ;A و ;B 0حیث .

حدد مرجح النقطتین المتزنتین  kA; و kB;. ما تستنتج ؟

:خاصیة 
.مرجح نقطتین متزنتین لا یتغیر إذا ضربنا وزنیھما في نفس العدد الحقیقي غیر المنعدم 

:بتعبیر آخر 
G مرجح النقطتین المتزنتین ;A و ;BGلمتزنتین مرجح النقطتین ا kA; و kB;

*IRk 

:ةملاحظ
G مرجح النقطتین المتزنتین ;A و ;B 0(؛( یكافئG مرجح 1;A و 1;B.

0یكافئ 


GBGA  یكافئG منتصف القطعة AB ونقول أیضاG مركز ثقل النقطتین المتزنتین ;A و

 ;B.

:تمرین تطبیقي 
)ت في رحاب الریاضیا:من الكتاب المدرسي (96ص 11تمرین :3تمرین 

:الخاصیة الممیزة للمرجح .2
:أنشطة 

1(A وB نقطتان من المستوى وG مرجح النقطتین المتزنتین 3;A و 2;B.

.من المستوى Mلكل نقطة MBو MAبدلالة MGاحسب 

:الجواب  MBMA 23
5

1
MG لكل نقطةM من المستوى.

0:عددان حقیقیان بحیث و نقطتین من المستوى و Bو Aلتكن )2 .

مرجح النقطتین المتزنتین Gبین أن  ;A و ;B إذا وفقط إذا كان:  MBMAMG   لكل

.من المستوى Mنقطة 
:خاصیة 

A وB نقطتان من المستوى و و 0:عددان حقیقیان بحیث .

مرجح النقطتین المتزنتین Gیكون  ;A و ;B إذا وفقط إذا كان:  MBMAMG   لكل

.من المستوى Mنقطة 
:ملاحظات 

AMـ إذا كان 1  فإنABAG





.

BMـ إذا كان 2  فإنBABG





.

BAفي حالة (وھذا یبین أن  ( لدینا)(ABG أي أن النقطA وB وG مستقیمیة.

:تطبیقات 
منتصف القطعة Iولتكن .)P(نقطتین مختلفتین من المستوىBو Aلتكن )1 AB ، وG مرجح النقطتین

المتزنتین   3;A و 5;B.
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:حدد المجموعة  MBMAMBMAPME 223/)( 

II ــ مرجح ثلاث نقط متزنة:
:أنشطة تمھیدیة 

.المستوى مثلثا في ABCلتكن ــ1

03:بحیث Gبین أنھ توجد نقطة وحیدة 


 GCGBGA وأنشئ النقطةG.
.أعدادا حقیقیة و و .ثلاث نقط معلومة من المستوى Cو Bو Aلتكن ــ 2

0إذا كان ین أنھبأ ــ  توجد نقطة وحیدة فإنھG 0:بحیث


 GCGBGA .

0ب ــ  إذا كان   فھل توجد نقطةG 0:بحیث


 GCGBGA ؟

:خاصیة وتعریف )1
.أعدادا حقیقیة و و .ثلاث نقط من المستوى Cو Bو Aلتكن 

0إذا كان   فإنھ توجد نقطة وحیدةG 0:بحیث


 GCGBGA .

المتزنةتسمى مرجح النقطGالنقطة ;A و ;B و ;C كما تسمى أیضا مرجح النظمة المتزنة ،:

       ;;;;; CBA.

:ملاحظات 
0ـ إذا كان 1  فإن النقط المتزنة ;A و ;B و ;C لیس لھا مرجح.

0ـ إذا كان 2  فإن مرجح النقط المتزنة ;A و ;B و ;C  یسمى مركز ثقل المثلثABC) في

)غیر مستقیمیة نقطCو Bو Aحالة 
:تمرین تطبیقي 

ACABAD:بحیث Dو Cو Bو Aنعتبر النقط 
3

2

2

1
.

ھي مرجح النقط المتزنة Dبحیث تكون و و حدد  ;A و ;B و ;C.

ACABAD:لدینا:الحل  436 ACABAD
3

2

2

1


044336


 DCADDBADAD

0437


 DCDBDA

0437:بما أن   فإنD ھي مرجح النقط المتزنة 7;A و 3;B و 4;C.

.4و 3و 7:أن أي ( (

:خاصیات )2
:صمود المرجح –أ 

:خاصیة 
مرجح النقط المتزنة Gإذا كان  ;A و ;B و ;C فإنھ لكلk من*IR ،G ھي كذلك مرجح النقط المتزنة

 kA; و kB; و kC;.

.مرجح ثلاث نقط متزنة لا یتغیر إذا ضربنا أوزان ھذه النقط في عدد حقیقي غیر منعدم :بتعبیر آخر
:تمرین تطبیقي 

.المستوى مثلثا في ABCكن یل
مرجح النقط المتزنة Gأنشئ النقطة  2007;A و 2007;B و 2007;C.

:الحل 
G ھي مرجح النقط المتزنة 1;A و 1;B و 1;C.

CBAG:إذن   0


GCGBGA

متوازي أضلاع AGBCالرباعي :Gإنشاء النقطة 
:ب ــ الخاصیة الممیزة للمرجح 

:خاصیة 
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لتكن  ;A و ;B و ;C 0:ثلاث نقط متزنة حیث . ولتكنG نقطة من المستوى.

مرجح النقط المتزنة Gتكون  ;A و ;B و ;C لكل نقطة :إذا وفقط إذا كانM من المستوى:

  MCMBMAMG  .

:ملاحظة 

AMان إذا ك  فإن:ACABAG












 ھذه العلاقة تمكن من إنشاء النقطةG.

:تمرین تطبیقي 
مرجح النقط المتزنة Gوالنقطة المستوىمثلثا في ABCكن یل 2;A و 1;B و 1;C.

.من المستوى Mلكل نقطة MCو MBو MAدلالة بMGاحسب المتجھة )1

.BCو BAبدلالة BGثم ACو ABبدلالة AGاستنتج )2
.Gأنشئ النقطة )3

حدد المجموعة )4 E للنقطM 82:بحیث  MCMBMA

:تجمیعیة المرجح –ج 
:ةتمھیدیةنشطأ

مرجح النقط المتزنة Gوالنقطة المستوىمثلثا في ABCكن یل)1 2;A و 1;B و 1;C.

مرجح النقطتین المتزنتین 1Gلیكن و 2;A و 1;B.

ھي مرجح النقطتین المتزنتین Gبین أن النقطة  3;1Gو 1;C.

مرجح النقط المتزنة Gلیكن :الحالة العامة )2 ;A و ;B و ;C 0(؛ (

0بین أن –أ   0أو  0أو .

0:نفترض أن –ب  . 1ولیكنG مرجح النقطتین المتزنتین ;A و ;B.

ھي مرجح النقطتین المتزنتین G:بین أن   ;1Gو ;C.

:خاصیة 
لتكن  ;A و ;B و ;C 0:ثلاث نقط متزنة حیث   0و .

مرجح النقط المتزنة ھوGإذا كان  ;A و ;B و ;C1وG ھو مرجح النقطتین المتزنتین ;A و ;B

ھو مرجح النقطتین المتزنتین G:فإن   ;1Gو ;C.

)ینجز في دفتر التمارین (:تمرین 

ACAJو Cبالنسبة للنقطة Bھي مماثلة I:بحیث Kو Jو Iن النقط ولتكالمستوىمثلثا في ABCنعتبر 
5

2
 وK

ھي مماثلة منتصف القطعة  AB بالنسبة للنقطةA.

بین أن المستقیمات  AI و BJ و CKنفس النقطة تتقاطع فيE ثم احسبBJ بدلالةBE.

:تمرین 
ABC ولتكن النقط المستوىمثلث في'A و'B و'C منتصفات القطع BC و AC و AB على التوالي.

مرجح النقط المتزنة Gلتكن  1;A و 1;B و 1;C) .G ھي مركز ثقل المثلثABC(

ھو مرجح النقطتین المتزنتین Gبین أن )1 2;'A و 1;A ثم احسبAG بدلالة'AA.

بین أن المستقیمات )2 'AA و 'BB و 'CC تتقاطع في نقطة واحدة ھي النقطةG.

III ــ مرجح أربع نقط متزنة:
.أربع نقط متزنة بنفس الطریقة التي عرفنا بھا مرجح ثلاث نقط متزنة نعرف مرجح *

:مثال 

0:لدینا .Oمتوازي أضلاع مركزه ABCDلیكن 


 ODOCOBOA

ھي مرجح النقط المتزنة O:وھذا تعني أن  1;A و 1;B و 1;C و 1;D.

.ABCDتسمى أیضا مركز ثقل متوازي الأضلاع  Oالنقطة 
.خاصیات مرجح أربع نقط متزنة ھي نفس خاصیات ثلاث نقط متزنة *
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IVالمرجح ــ إحداثیتا:
نعتبر المستوى منسوب إلى معلم  jiO


ولتكن .;; aA; و bB; و cC; و dD; نقطا متزنة من المستوى.

:إحداثیتا مرجح نقطتین متزنتین )1

طتین المتزنتین ھو مرجح النقGإذا كان  aA;و bB; فإن إحداثیتيG معلم الفي jiO


:ھما ;;


















ba

byay
y

ba

bxax
x

BA
G

BA
G

:مثال 
مرجح النقطتین المتزنتین Gإحداثیتا .B)1;5(و A)2;3(لتكن  4;A و 3;B ھما:

)92تنقل من الكتاب المدرسي ص (:إحداثیتا مرجح ثلاث نقط متزنة )2

ھو مرجح النقط المتزنة Gإذا كان  aA; و bB; و cC; فإن إحداثیتيG ھما:


















cba

cybyay
y

cba

cxbxax
x

CBA
G

CBA
G

مثال 
:إحداثیتا مرجح أربع نقط متزنة )3

ھو مرجح النقط المتزنة Gإذا كان  aA; و bB; و cC; و dD; فإن إحداثیتيG ھما:



















dcba

dycybyay
y

dcba

dxcxbxax
x

DCBA
G

DCBA
G

:مثال 

:3التمرین
ABC مثلث في المستوى.

مرجح النظمة المتزنة Dأنشئ النقطة )1    3;;2; CB.

مرجح النظمة المتزنة Eأنشئ النقطة ))2    3;;1; CA.

مرجح النظمة المتزنة Fأنشئ))3    2;;1; BA.

بین أن )4 AD و BE و CF مستقیمات متوازیة.

:مرجح النقط المتزنة Gأ ـ نعتبر )5 3;A و 1;B و 2;C. حدد زوج إحداثیتيG في المعلم

 ACABA ;;.

ب ــ حدد طبیعة المجموعة   مجموعة النقطM التي تحقق:ABMCMBMA 823 


