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التوجیھات الرسمیة 

وإلىالعددیةالمتتالیاتحولعمومیاتإلىالبكالوریا، سلك من الأولىالسنةخلالالتطرق تم لقد     
 متقطعة وضعیات مع التعامل على التلامیذلتعویدتھما تطبیقاوبعضوالھندسیةالحسابیةالمتتالیاتممیزات
البرھان(الریاضیةالاستدلالاتأنواع بعض لممارسة مناسبة كانالمتتالیات،كماباستعمالھاووصف

.المثالسبیل على بالترجع لدراسةالضروریةالأدوات ببعض التلامیذتزویدفیتمالسنةھذهخلالأما)
 لبعض تقریباتتحدید في اوتوظیفھنھا بشأ نتائج واستخلاصنھایة مالا وبجوارشمولیاعددیةمتتالیةسلوك

.التخصصمواد من متنوعة مسائل حل وفيالحقیقیةالأعداد
الفرصة سنحت كلما نتائجھ،استثمارینبغي بل لھاالمخصصالفصلبانتھاءینتھي لا المتتالیاتدرسإن
المتعلقة سائلالم حل في المتتالیاتتوظیف على التركیزیتم كما  .اللاحقةالمقررفصول بمختلف لذلك،

لممارسة مناسبة الفصلھذاویكون...جبریةوتعابیرصیغأوحقیقیةلأعدادسواءوالتقریببالتاطیر
.الریاضیةوالنصوصالبراھینصیاغة في والدقةالریاضیةالاستدلالات

أھداف الدرس

 تعرف نھایة متتالیة مرجعیة
 تعرف متتالیة متقاربة
لتحدید نھایة استعمال مصادیق التقارب

.متتالیة 
 تعرف نھایة na.

 تعرف متتالیة nu 1)(بحیث nn ufu 

وتحدید نھایة  nu

 تعرف متتالیة nu بحیثbauu nn 1

 تعرف متتالیة nu بحیث
dcu

bau
u

n

n
n




1

 استعمال نھایات المتتالیات المرجعیة لتحدید
.نھایة متتالیة 

 دراسة تقارب متتالیة تزایدیة ومكبورة
ومتتالیة تناقصیة ومصغورة 

 تحدید نھایة متتالیة انطلاقا من نھایة متتالیة
.ھندسیة أو حسابیة 

القدرات المنتظرة 

متتالیة الحسابیة والمتتالیات الھندسیة استعمال
:في دراسة أمثلة من متتالیات من الشكل 

bauu nn 1 و
dcu

bau
u

n

n
n




1

 استعمال المتتالیات المرجعیة ومصادیق
.التقارب لتحدید نھایة متتالیة 

 استعمال المتتالیات في حل مسائل متنوعة
.من مجالات مختلفة 

 حدید نھایة متتالیة ت nu متقاربة من

1)(الشكل  nn ufu  حیثf دالة متصلة

IIfوتحقق Iعلى مجال  )(

الامتدادات  

 الحساب التكاملي
 الدوال اللوغاریتمیة والأسیة.
د العقدیة الأعدا.

 الإحصاء
 علوم الحیاة والأرض
 العلوم الفیزیائیة
 العلوم الاقتصادیة
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فقرات الدرس 

I ــ تذكیر
II تعریف ؛ المتتالیة المتقاربة ؛ :ــ نھایة متتالیة

خاصیات ؛ نھایات المتتالیات المرجعیة 
III ــ العملیات على النھایات  ـ المتتالیات
رتیب  والت

IVــ مصادیق تقارب متتالیة
V ــ متتالیات خاصة

I ــ تذكیــر:
:تعریف متتالیة عددیة )1

 لیكنI  جزء منIN   . كل دالة عددیة منI  نحوIR   نرمز للمتتالیة بالرمز .تسمى متتالیة عددیة 
InnU



 إذا كانINI للمتتالیة بالرمز فإنھ یرمز 
INnnU


أو  

0nnU أو nU.

 إذا كان*INI  فإنھ یرمز للمتتالیة بالرمز  *INnnU


أو  
1nnU.

:ـ المتتالیات المحدودةورةالمتتالیات المصغ ـ المتتالیات المكبورة)2
:ریف اتع
 تكون المتتالیة 

InnU


MUn:بحیث Mمكبورة إذا كان یوجد عدد حقیقي  ) أوMUn  ( لكلn  منI  .  

 تكون المتتالیة 
InnU


mUn:حیث ب mمصغورة إذا كان یوجد عدد حقیقي  ) أوmUn  (  لكلn  منI  .  

 تكون المتتالیة 
InnU


:بحیث mو Mأي  یوجد عددین حقیقیین .محدودة إذا كانت مكبورة ومصغورة 

MUm n   لكلn  منI  ) . أو:MUm n   لكلn  منI   .(  

:خاصیة 
تكون المتتالیة  

InnU


  .   Iمن  nلكل  nU:بحیث 0محدودة إذا وفقط إذا كان یوجد عدد حقیقي 

) .  Iمن  nلكل  nU:أو (

:الرتیبة المتتالیات )3
لتكن         

InnU


.متتالیة عددیة 

نقول إن المتتالیة 
InnU


1:تزایدیة إذا كان  nn UU:In.

نقول إن المتتالیة 
InnU


1nn:تزایدیة قطعا إذا كان  UU :In.

نقول إن المتتالیة 
InnU


1nn:تناقصیة إذا كان  UU :In.

نقول إن المتتالیة 
InnU


1nn:تناقصیة قطعا إذا كان  UU :In.

:ملاحظات 
 لدراسة رتابة متتالیة 

InnU


:نتبع إحدى الطرق التالیة 

1nUو nUنقارن .1

nnندرس إشارة الفرق .2 UU 1.

نقارن 0nUإذا كانت .3
n

n

U

U 1 1و

nfU)(إذا كانت .4 n  فإننا نستعمل رتابة الدالةf.

 إذا كانت 
0nnu متتالیة تزایدیة فإن. :....210  uuu.

 إذا كانت 
0nnu 210.....:متتالیة تناقصیة فإن  uuu.

:المتتالیات الحسابیة ــ المتتالیات الھندسیة )4
:أ ــ المتتالیات الحسابیة 

 تعریف:
تكون المتتالیة   

InnU


rUU:بحیث rحسابیة إذا كان یوجد عدد حقیقي  nn 1  لكلn  منI  . العددr یسمى

.أساس المتتالیة 

www.sbaysite.com الأستاذ محمد الیمني
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 ملاحظة :
لكي نبین أن متتالیة  

InnU


nnحسابیة یكفي أن نبین أن الفرق  UU 1 عدد ثابت لكلn  منI  .   أي غیر

(nمرتبط ب   .فرق حدین متتابعین عدد ثابت . (
 خاصیات:

تكون:خاصیة ممیزة .1 
InnU


nnnمتتالیة حسابیة  إذا وفقط إذا كان  UUU 211    لكلn   منI .  

:صیغة الحد العام لمتتالیة حسابیة .2
 إذا كانت 

0nnU متتالیة حسابیة أساسھاr 0وحدھا الأولU فإن حدھا العام:nrUUn  0.

 إذا كانت 
1nnU متتالیة حسابیة أساسھاr 1وحدھا الأولU فإن حدھا العام:rnUUn )1(1 

ذا كانت إ 
0nnnU


وحدھا الأول rمتتالیة حسابیة أساسھا 

0nU فإن حدھا العام:rnnUU nn )( 00
.

:مجموع حدود متتابعة من متتالیة حسابیة .3
 إذا كانت 

0nnU متتالیة حسابیة أساسھاr 0وحدھا الأولU 110و .....  nn UUUS.

)(:فإن 
2

10  nn UU
n

S. مجموع :بتعبیر آخرn حد أول من متتالیة حسابیة)(
2

10  nn UU
n

S

 ملاحظة:
nSعدد الحدود×)الحد الأخیر +الحد الأول (

2

:المتتالیات الھندسیة )ب
 تعریف:

تكون المتتالیة   
InnU


nn:بحیث qھندسیة  إذا كان یوجد عدد حقیقي  qUU 1   لكلn  منI .  

.یسمى أساس المتتالیة qالعدد 
 خاصیات:

:خاصیة ممیزة .1

تكون المتتالیة  
InnU


:سیة إذا وفقط إذا كان ھند 211 nnn UUU    لكلn  منI

:الحد العام لمتتالیة ھندسیة .2
 إذا كانت 

0nnU متتالیة ھندسیة أساسھاq 0وحدھا الأولU فإن:n
n qUU 0

:مجموع حدود متتابعة من متتالیة ھندسیة .3
لتكن           

0nnU متتالیة ھندسیة  أساسھاq 0وحدھا الأولU.

110:ونعتبر المجموع  .....  nn UUUS.

 1إذا كانq فإن:
q

q
US

n

n





1

1
0.

 1إذا كانq 0:فإنnUSn .

: ملاحظة 
nSالحد الأول ×)q-1)عدد الحدود ((

q-1

II ــ نھایات المتتالیات:
:تعریف نھایة متتالیة ـ المتتالیة المتقاربة)1

.عند  عددیةنعرف نھایة متتالیة كما عرفنا نھایة دالة
:ولدینا أربع حالات ممكنة 

lU:إما أن تكون  n
n




lim) حیث:IRl ( أو


n
n

Ulim   أو


n
n

Ulim أو تكون المتتالیة 
InnU


لیست 

.لھا نھایة 
نقول إن المتتالیة :تعریف  

InnU


lU:أي (متقاربة إذا كانت نھایتھا منتھیة  n
n




lim حیث:IRl .(

أو :وإذا كان 


n
n

Ulim   أو


n
n

Ulim أو 
InnU


لیست لھا نھایة فإننا نقول إن  

InnU


غیر متقاربة أو 

 
InnU


.متباعدة 
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:خاصیات )2
:نقبل الخاصیات التالیة 

.إذا كان لمتتالیة نھایة فإن ھذه النھایة وحیدة .1
.كل متتالیة متقاربة وموجبة تكون نھایتھا موجبة .2
.كل متتالیة تزایدیة ومكبورة ھي متتالیة متقاربة .3
.ة تناقصیة ومصغورة ھي متتالیة متقاربة كل متتالی.4

فقط أن انتبین4و 3ن االخاصیت:ملاحظة  
InnU


.من حساب النھایة انمتقاربة ولا تمكن

:تینجینت
:من الخاصیات السابقة  نستنتج  أن 

 كل متتالیة موجبة وتناقصیة ھي متتالیة متقاربة.
ة ھي متتالیة متقاربة كل متتالیة سالبة وتزایدی.

تمارین تطبیقیة 

نعتبر المتتالیة )1 
1nnu المعرفة بما یلي:

2

1
....

9

1

4

1
1

n
un .

أ ــ بین أن  
1nnu متتالیة تزایدیة قطعا ومكبورة.

ب استنتج أن  
1nnu متقاربة.

:الحل 
نبین أن أ ــ  

1nnu تزایدیة قطعا:

:لدینا 
   

0
1

11
....

9

1

4

1
1

1

11
....

9

1

4

1
1

2222








nnnn
 nn uu 1.

:إذن  
1nnu تزایدیة قطعا.

نبین أن * 
1nnu مكبورة:

من  kلكل : لدینا  1* IN
)1(

11
2 


kkk
و 

kkkk

1

1

1

)1(

1







:إذن 






























nn

1

1

1
...

3

1

2

1

2

1
11

2

1
....

9

1

4

1
1

n
un 

nnnn
un

1
2

1

1

1

1

1
....

3

1

3

1

2

1

2

1
11 







:إذن   2
1

2:1-INn * 
n

un 

:ومنھ فإن  
1nnu مكبورة.

ب ــ استنتاج أن  
1nnu متقاربة:

:لدینا  
1nnu تزایدیة ومكبورة ؛ إذن: 

1nnu متقاربة.

نعتبر المتتالیة )2 
0nnV 50:المعرفة بما یلي aV  و 1

2

1 2
1  nn VV  لكلn   منIN .  

أ ــ بین أن  
0nnV تزایدیة.

nVn:ب ــ بین أن  n  6.

ج ــ ماذا یمكن أن نستنتج ؟ 

نعتبر المتتالیة الموجبة)3 nw 10:المعرفة بما یلي w  و
n

n
n

w

w
w




3

2
   . INمن   nلكل  1

.2wو 1wأ ــ احسب 

ب ــ بین أن  nw متتالیة تناقصیة.

ج ــ استنتج أن  nw متتالیة متقاربة.

:نھایات المتتالیات المرجعیة )3
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:نقبل النھایات التالیة 



n

n
lim      ؛



2lim n
n

؛      


3lim n
n

؛      


p

n
nlim      ؛


n

n
lim

0
1

lim 
 nn

0؛    
1

lim
2


 nn
0؛      

1
lim

3


 nn
0 ؛        

1
lim 

 pn n
0  ؛       

1
lim 

 nn
.

III  ــ المتتالیات والترتیب العملیات على نھایات المتتالیاتــ:
:العملیات على النھایات )1

:الخاصیات التالیة  نقبل
:اتخاصی

 
InnU


و  

InnV


:لدینا .عدد حقیقي متتالیتان متقاربتان و 

  n
n

n
n

nn
n

VUVU


 limlimlim        ؛  n
n

n
n

nn
n

VUVU


 limlimlim

  n
n

n
n

UU


 lim..lim    ؛
nn

n VV lim

11
lim 










؛    

n

n

n

n

n V

U

V

U

lim

lim
lim 











:توسیع العملیات على نھایات المتتالیات 
:نقبل النتائج التالیة 

n

n

V

U
lim

nV

1
lim)lim( nn VU )lim( nn VU nVlimnUlim

00 0L

 0LL

00 0L

 0LL

n

n

V

U
lim

nV

1
lim)lim( nn VU )lim( nn VU nVlimnUlim

0شكل غیر محدد

0شكل غیر محدد

شكل غیر محدد0شكل غیر محدد

0شكل غیر محدد
0شكل غیر محدد

0
:تمرین 

:احسب النھایات التالیة 

 nn nU 1         ؛CosnnVn          ؛
n

n
n

nW 









1
؛          1

 
n

nn

nT
3

22 
.

:النھایة والترتیب )2
:خاصیة 

لتكن  
Innu


و  

Innv


lun:عددین حقیقیین بحیث l'و lو ، ن یاربتن متقیمتتالیت
n




lim و'lim lvn
n




.

nn:إذا كان * vu  فإن:'ll       0:إذا كان *    ؛nu0:فإنl.

IV ــ مصادیق تقارب متتالیة:
)في رحاب الریاضیات :من الكتاب المدرسي 77ص 7نشاط (:ةتمھیدی ةنشطأ

لتكن )  1 nv المتتالیة  المعرفة بما یلي:
 

1

1
2:)(






n
vINn

n

n.

:أ ــ بین أن 
n

INn
1

2v:)( n
*  ؛      ب ــ استنتجn

x
v


lim.

نعتبر المتتالیة )2 
1nnu 1:المعرفة بما یلي

sin
2


n

n
un:*INn
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:أ ــ بین أن 
22

1
1

1
1

n
u

n
n :*INn.

ب ــ حدد 









 2

1
1lim

nx
و 










 2

1
1lim

nx
n:؛ ثم احسب 

x
u


lim.

لتكن المتتالیة )3 
1nnw 11:المعرفة بما یلي w 1)1(و nnn www :*INn.

nwn:أ ــ بین أن  :*INn. ؛  استنتج:n
n

w


lim

:نقبل الخاصیات التالیة 
:خاصیات 

 لتكن 
Innu


.متتالیة عددیة 

و 0nإذا كان یوجد عدد صحیح طبیعي )1 nv متتالیة عددیة وIRl  بحیث:nn vlu :0nn  0:وlim 


n
x

v

:فإن  
Innu


lunمتقاربة و 

n



lim.

و 0nإذا كان یوجد عدد صحیح طبیعي )2 nvو nw متتالیین بحیث:nnn vuw :0nn .

lvn:وإذا كان 
x




lim وlwn
x




lim)IRl ( فإن: 
Innu


lunمتقاربة و

x



lim.

و 0nإذا كان یوجد عدد صحیح طبیعي )3 nvبحیث متتالیة عددیة:nn uv :0nn  و


n
n

vlim.

:فإن 


n
n

ulim.

و 0nإذا كان یوجد عدد صحیح طبیعي )4 nv متتالیة عددیة بحیث:nn vu :0nn  و


n
n

vlim.

:فإن 


n
n

ulim.

: ملاحظة 
.بالرمز في مصادیق تقارب متتالیة نحصل على نفس النتائج إذا عوضنا الرمز 

:تطبیقات 
نعتبر المتتالیة )1 nu المعرفة بما یلي:    521  nnu

n

n:INn.

:أ ــ بین أن 
n

nn
1

2 :*INn.

:نتج أن ب ــ است
n

un

1
5 :*INn.

ج ــ استنتج أن المتتالیة  nuنھایتھا حددمتقاربة و.

نعتبر المتتالیة )2 nu المعرفة بما یلي:
 

  3sin

1
2

2






nn

n
u

n

n:INn.

:ن أن أ ــ بی
2

1

4

1
2

2

2

2










n

n
u

n

n
n:INn.

ب ــ استنتج أن المتتالیة  nu متقاربة واحسب نھایتھا.

نعتبر المتتالیة )3 nu المعرفة بما یلي:
 

2

1 2






n

n
u

n

n:3n.

:أن  قتحقأ ــ 
n

n
un

12 
:3n.

ب ــ استنتج تقارب المتتالیة  nu واحسب نھایتھا.

نعتبر المتتالیة )4 nu المعرفة بما یلي:
2

sin






n

nn
un:0n.

2:أ ــ تحقق أن  nun:0n. ب ــ استنتج تقارب المتتالیة nu واحسب نھایتھا.

V ــ متتالیات خاصة:
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نھایة المتتالیة)1  0n
nq:

نعتبر المتتالیة الھندسیة   0n
nq حیثq 1:ھناك أربع حالات .عدد حقیقيq 1أوq11أو  q 1أوq.

:نقبل الخاصیة التالیة 
 1:إذا كانq فإن:



n

n
qlim.

 1:إذا كانq1:فإنlim 


n

n
q.

 11:إذا كان  q 0:فإنlim 


n

n
q.

 1:إذا كانq فإن  0n
nq لیست لھا نھایة.

:احسب نھایات المتتالیات التالیة :تطبیقات 
n

nU 















21

21
؛         

nn

nn

nV
32

32




          ؛

 nnw
001.0

1


نھایة المتتالیة)2  0nn حیث*Q:

:نقبل الخاصیة التالیة 
:خاصیة 

نعتبر المتتالیة   0nn حیث*Q.

:فإن 0:إذا كان 


n
n
lim.

0lim:فإن 0:إذا كان  


n
n

.

:أمثلة 


3lim n
n

0؛      
1

limlim
2

2 




 n
n

nn
؛          


n

n
lim      0؛

1
lim 

 nn
.

1)(ت من نوع المتتالیا)4 nn UfU :

نعتبر المتتالیة :مثال  nU 30:المعرفة بما یلي U و
2

14
1






n

n
n

U

U
U  لكلn  منIN  .  

الدالة العددیة المعرفة على  fلتكن  2IR بما یلي:
2

14
)(






x

x
xf.

xxfبین أن المعادلة .1 )( 1تقبل حلا وحیدا ھوx.

نعتبر المتتالیة .2 nV 1:المعرفة ب nn UV

أ ــ بین أن المتتالیة  nV لا تنعدم وأن








nV

1
.حسابیة وحدد أساسھا وحدھا الأول متتالیة

ب ــ بین أن نھایة  nU 1ھي.

:نقبل الخاصیة التالیة 
:خاصیة 
 

InnU


1)(:متتالیة معرفة بالعلاقة  nn UfU  بحیثf دالة متصلة على مجالJ  منIR  وJJf )(

ذا كانت إ 
InnU


llfمتقاربة فإن نھایتھا ھي حل المعادلة  )(.

نعتبر المتتالیة :تمرین تطبیقي  nU المعرفة بما یلي:
2

1
0 U و nnn UUU  1

2

5
  . INمن  nلكل  1

:ب  IRمعرفة على الfمثل مبیانیا الدالة .1 xxxf  1
2

5
)(.

:نعتبر المجال .2









8

5
;

2

1
J. بین أن:JJf )(.

المتتالیة بین أن .3 nUحدد نھایة المتتالیة متقاربة و nU.
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